CAPITULO 1

FUNCOES VETORIAIS

1.1 Introducao

Em Célculo 1A, estudamos as funcoes reais de uma varidvel real, i.e. funcoes da forma

f @ Dom(f)CR — R
x =y = f(x).

Como exemplo de fungoes reais de uma variavel real, podemos citar f(z) = 22, x € R
e g(x) =z, z>0.

Muitos conceitos e propriedades relativos a estas funcgoes tais como, graficos, limites,
continuidade, taxas de variagao e maximos e minimos foram abordados e aplicados em
diversas situagoes praticas.

Em Célculo 2B, trabalharemos com funcoes mais gerais, que sao as fungoes de mais
de uma variavel real e que tomam seus valores em R™, para algum m € N e vamos
desenvolver um estudo andlogo ao realizado em Calculo 1A. Estas funcoes, chamadas
de fungoes vetoriais de vdrias varidveis reais estao definidas na proxima segao.

1.2 Funcoes Vetoriais

DEFINICAO 1.2.1: Dado um conjunto Dom(F) C R", uma funcio vetorial F de n
varidveis reais é uma correspondéncia que a cada ponto X = (z1, xa, ..., x,) € Dom(F),
associa um e apenas um Y = (y1, Yo, ..., Ym) € R™. De forma simbdlica, escrevemos
F :  Dom(F)CR" — R™
X = (21,29, .., xn) = F(X) = (Y1,Y25 s Ym)-

O conjunto Dom(F') é chamado de dominio da fungao F.
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Dada uma funcao vetorial

F : Dom(F)CR" — R™
X = (x1,29,...,zn) = F(X)=(y1,¥2, s Ym),

temos que existem e sao unicas, m fungoes reais, cada uma dependendo de n variaveis
reais, f; : Dom(F) CR" — R, i =1,...,m, tais que, para todo X € Dom(F),

F(X) = (41,42, - Ym) = (f1(X), (X)), oo, fin (X))

As funcoes f;,i = 1,...,m, sao chamadas de func¢des coordenadas de F ou funcoes
componentes de F. Portanto, utilizando as fungoes coordenadas, representamos a
funcao F', simbolicamente, como

F :  Dom(F)CR" — R™
X = (21,29,....,x,) — F(X)=(fi(X), f2(X), ..., fu(X)).

Como exemplo de funcao vetorial de uma variavel real, podemos citar F'(t) = (cost, sent),
t € R e, como exemplo de fungao vetorial de varias varidveis reais, podemos citar

F(z,y) = <\/932+y2,xy, ﬂs+y>, (z,y) € R%

Observacao 1.2.1: Um ponto ou vetor X € R” pode ser representado em coordena-

das relativas a base canonica do R", tanto na horizontal, como um vetor linha, quanto
T

na vertical, como um vetor coluna. Isto é, X = (z1,xs,...,2,) ou X = 93'2

Tn

Em relacao ao dominio da funcao F' temos um importante comentario a fazer. Continu-
aremos aqui abusando da linguagem, tal como fizemos em Calculo 1A. Isto é, quando a
funcao F' for dada por sua expressao algébrica e fizermos a pergunta:  “qual € o dominio
da fungao F'?” estaremos de fato perguntando: “qual € o maior subconjunto de R™,
no qual F estd bem definida?”, isto é “qual é o maior subconjunto Dom(F) C R"™, tal
que F(X) é um elemento de R™, para todo X € Dom(F)?”. Utilizando as fungoes
coordenadas, esta pergunta pode ainda ser reformulada como: “qual € o maior subcon-
gunto Dom(F) C R", tal que f;(X) € R, para todo X € Dom(F), comi=1,...m?”
Desta forma, podemos ver que, chamando de D; o maior subconjunto de R", no qual
a expressao algébrica dada por f;(X) estd bem definida, o dominio da fungao F' é a
intersecao de todos os D;, i = 1,...,m, i.e. Dom(F) = (1", D;. Confira os exemplos
abaixo.

Exemplo 1.2.1: Determine e esboce o dominio da funcao
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Solugao: Vamos primeiro identificar as duas funcoes

1
coordenadas de F'. Neste caso, temos que fi(z,y) = —
VY
V-

subconjunto de R? no qual a expressao algébrica dada

por fi(x,y) estd bem definida, concluimos que, D; =

{(z,y) € R*|y > 0} e Dy = {(v,y) € R*|z <O},

Desta forma, como Dom(F') = Dy N Dy, segue que X

1
e folz,y) = — Chamando de D;, ¢ = 1,2, o maior y T
:
|
|
|

Dom(F) = {(z,y) ER*|y >0 e z < 0}.

Na figura ao lado, temos um esbo¢o de Dom(F') (em
amarelo).

Exemplo 1.2.2: Determine e esboce o dominio da funcao
1 Ty

F(Ia y) - y Ty ]
I— (@ +yY) v

Solugao: Vamos primeiro identificar as trés funcoes
coordenladas de F. Neste caso, temos que fi(x,y) =
T Y

@y O =y o hlew) =g Ohe
mando de D;, i = 1,2,3, o maior subconjunto de R? no
qual a expressao algébrica dada por f;(z,y) estd bem de-
finida, concluimos que, D; = {(x,y) € R* |z* +y* < 1},
Dy ={(z,y) € R*|y # 0} e D3 = {(z,y) € R*|x # 0}.
Desta forma, como Dom(F) = Dy N Dy N D3, segue que

Dom(F) = {(z,y) e R?|2* +y* < 1,y #0 e x # 0}.

Na figura ao lado, temos um esbo¢o de Dom(F') (em
verde).

A seguir, apresentamos os conceitos de imagem, grdfico e conjunto de nivel de fungoes
vetoriais de varias varidveis reais.

Dada a fungao F': Dom(F) C R™ — R™, definimos os seguintes conjuntos

e Imagem de F: Im(F) ={F(X) € R™"| X € Dom(F)}.
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e Gréfico de F: Gr(F) ={(X,F(X)) e R"™| X € Dom(F)}.

e Conjunto de Nivel K de F: dado K € Im(F),
Ck(F)={X € Dom(F)|F(X)=K}.

Observagao 1.2.2: Em Calculo 1A, a visualizacao dos graficos ajudava em muito a
compreensao das fungoes reais de uma varidvel real, que eram nossa matéria prima.
Em tempo, lembre-se que dada uma funcao f : Dom(f) C R — R, seu grafico é o sub-
conjunto de R? dado por, Gr(f) = {(z, f(x)) € R*|x € Dom(f)}. Em se tratando de
uma fun¢ao vetorial de vérias varidveis reais, F' : Dom(F) C R" — R™, a visualizagao
do conjunto de pares ordenados (X, F'(X)), X € Dom(F'), que constitui o grafico da
funcao F', continua de grande valia para um melhor entendimento das fungoes. En-
tretanto, vale a pena ressaltar que tal visualizacao apenas sera possivel se n +m < 3
(Exemplos 1.2.4, 1.2.6 e 1.2.10, a seguir).

Observagao 1.2.3: Em Calculo 1A, nao era de muito interesse pedir ao aluno que
esbocgasse o dominio ou a imagem de funcao reais de uma variavel real, pois tais con-
juntos seriam simplesmente subconjuntos da reta. Em nosso presente contexto, além
do interesse em esbogar o dominio, nos casos em que 2 < n < 3 ( Exemplos 1.2.1 e
1.2.2 anteriores), também estamos interessados em esbogar a imagem, nos casos em
que 2 < m < 3, (Exemplos 1.2.3, 1.2.8 e 1.2.11, a seguir) e conjuntos de nivel, nos
casos em que 2 < n < 3, (Exemplos 1.2.5, 1.2.7 e 1.2.12, a seguir).

Agora faremos alguns exemplos utilizando os conceitos vistos anteriormente.

Exemplo 1.2.3: Determine e esboce a imagem da funcao F(t) = (¢,¢?), t > 0.

A
Solugao: Temos que a imagem de F' é o conjunto y

Im(F) = {(t,t*) e R*|t > 0}.

Observe que © = t e y = t?, de modo que a imagem
da funcao F é a parte da pardbola y = 22, com = > 0

(figura ao lado).

X

Exemplo 1.2.4: Determine e esboce o grafico da fungao F(t) = (¢,t?), t € R.
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Solugao: Temos que o grafico de F' é o conjunto
Gr(F) = {(t,t,t*) € R*| € R}.

Observe que x = t, y =t ¢ z = t2, de modo que o grafico
da funcao F' é a intersecao do plano x = y com o cilindro
z =1y (ou z = 2?) (figura ao lado).

Exemplo 1.2.5: Determine e esboce os conjuntos de nivel da funcao f(z,y) =

Vi +y?, (v,y) € R

Solugao: Inicialmente, observe que Im(f) = [0, 00).
Desta forma, temos que, para todo & > 0 real, o con-
junto de nivel k£ de f é dado por

Cr(f) ={(z,y) € R*| /a2 + 4> = k}.

Observe que, para k = 0, temos apenas o ponto (0,0),
ie. Co(f) = {(0,0)}. J& para k > 0, temos que os
conjuntos de nivel k > 0 de f sao circunferéncias z* +
y?> = k?, i. e. circunferéncias de raio k e centro na
origem. Por exemplo,

para k = 1, temos a circunferéncia z2 + y? = 1;

para k = 2, temos a circunferéncia z2 + y? = 4;

para k = 3, temos a circunferéncia x? + y? = 9;

para k = 4, temos a circunferéncia 2% + y? = 16.

Os conjuntos de nivel de f encontram-se esbocados ao
lado.

Exemplo 1.2.6: Determine e esboce o grafico da funcao f(z,y) = /22 + 42, (z,y) €

R2,

Solugao: Temos que o grafico de f é o conjunto

Gr(f) ={(z,y, V22 +y?) € R’ | (z,y) € R*}.

Observe que z = y/x? 4+ 32, de modo que o gréafico da
fungao f é o semicone z = \/x? 4 y2, com z > 0 (figura
ao lado).

Exemplo 1.2.7: Determine e esboce o conjunto de nivel (1,0) da funcao F(z,y,z) =
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(x+y+2,2), (z,y,2) € R3.

Solugao: Temos que conjunto de nivel (1,0) de F
¢ o conjunto

C’(170)(F) ={(z,y,2) € R3|!L‘+y+z =1e z=0},

que consiste da intersecao do plano x + vy + 2z =1,
com o plano z = 0, o que fornece areta x +y =1
no plano zy. O conjunto de nivel (1,0) de F esta
esbocado na figura ao lado.

Exemplo 1.2.8: Determine e esboce a imagem da funcao F(t) = (cost, sent),
t € [0, 27].

Solucao: Temos que a imagem de F' é o conjunto dado por
Im(F) = {(cost, sent) € R*|t € [0,2n]}.

Para esbogar este conjunto, observe inicialmente que, como z(t) = cost e y(t) = sent,
temos que z%(t) + y*(t) = 1. Portanto, todos os pontos da imagem desta fungao estao
contidos na circunferéncia 22 + y? = 1. Agora, veremos que as equacoes acima repre-
sentam nao apenas alguns pontos da circunferéncia, mas sim todos os pontos da mesma.

De fato, considere a circunferéncia de raio 1 e centro na
origem esbocada ao lado. Neste caso, é facil ver que

x = z(t) = cost, Y0

t €[0,2n],

y =y(t) = sent,

onde t é o angulo central, em radianos, indicado. Ob-
serve que quando t varia de 0 a 27, o ponto P = (z,y)
parte do ponto (1,0) e completa a volta ao longo da
circunferéncia no sentido anti-horario.

<
K\ I
T
— |
|
)
I
—
x
=
v

Concluimos, portanto, que a imagem desta funcao é pre-
cisamente a circunferéncia x? 4+ y* = 1 (figura ao lado). )

dh

-1

Exemplo 1.2.9: Esboce o grafico da fungao F(t) = (cost, sent), t € R.
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Solucao: Temos que o gréafico de F' é o conjunto dado por
Gr(F) = {(t,cost, sent) € R*|t € R}.

Para esbogar este conjunto, observe que y(t) = cost e z(t) = sent. Desta forma,
adaptando a andlise feita no Exemplo 1.2.8, acima, temos que y2(t) + 2%(t) = 1.
Ou seja, a projecao do grafico de F', no plano yz, é a circunferéncia de raio 1 e
centro na origem (figura abaixo a esquerda). Temos assim, que as coordenadas y e
z do gréfico da funcao F estao contidas no cilindro circular reto 3> + 2% = 1 (figura
abaixo a direita).

h

Além disto, a varidavel z vai aumentando conforme
o valor de t vai crescendo, pois = t. Concluimos,
portanto, que o grafico desta fungao é uma curva que
faz uma espiral para frente, conforme o valor de t
aumenta. Esta curva, semelhante a uma mola espiral, é y
chamada de hélice.

v

Veremos agora exemplos que mostram que um mesmo conjunto pode ser apresentado
como imagem de uma funcao, ou como gréafico de outra fungao, ou ainda, como con-
junto de nivel de uma terceira funcao.

Exemplo 1.2.10: Determine o gréafico da fungao

f: R — R
(z,y) — flz,y) =24y

Solucgao: Temos que o gréafico de f é o conjunto
Gr(f) = {(z,y,2* +y*) € R?| (z,y) € R*}.

Note que z = 22 + 4%, de modo que o grafico da funcao f é o paraboldide z = 22 + 3%
O

Exemplo 1.2.11: Determine a imagem da funcgao

H: R = R3
(z,y) — H(z,y) = (z,y,2* +y?).
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Solucgao: Temos que a imagem de H é o conjunto
Im(H) = {(z,y,2* +y*) € R*| (z,y) € R*}.

Novamente vemos que z = 22 +12%, de modo que a imagem da funcao H é o paraboléide
2., ,2
z=x°+y“.

Exemplo 1.2.12: Determine o conjunto de nivel 0 da funcao

g : R3 — R
(.Qz,y,z) = g(x,y,z)zz—(x2+y2).

Solucgao: Temos que conjunto de nivel 0 de g é o conjunto
Co(g) = {(z,y,2) € R?| (z,9) € R? e z =2" +y°},

que equivale a
CO(g) = {(l‘,y,l‘2 + y2) € R3 ’ (at,y) € R2}a

que também fornece o paraboldide z = x? + y>.

Observe que nos trés exemplos acima, o conjunto pedido
é o paraboldide z = 22 + 12, esbocado ao lado. Compare
esta observacao com as definicoes apresentadas abaixo.

DEFINICAO 1.2.2:

e Diz-se que um conjunto S C R"™™™ esta definido explicitamente se S é o gréafico
em R"™ de uma funcao F : Dom(F) C R" — R™.

e Diz-se que um conjunto S C R™ esta definido parametricamente se S é a ima-
gem em R™ de uma fungdo H : Dom(H) C R" — R™.

e Diz-se que um conjunto S C R"*™ esta definido implicitamente se S é o conjunto de
nivel em R"™™ de uma fungao G : Dom(G) C R"™™ — R™.

No préximo capitulo, abordaremos, com mais detalhes, as fungoes vetoriais de uma
variavel real e veremos mais exemplos de identificagao e esboco de imagens. Ja no
terceiro capitulo, vamos falar de funcoes reais de vérias variaveis reais e veremos mais
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exemplos de identificacao e esboco de dominios, conjuntos de nivel e graficos.
1.3 Exercicios

Exercicio 1.3.1: Descreva o conjunto S, onde S é a curva y = 2%, z € R, de forma
explicita, implicita e paramétrica.
Resposta: Forma explicita: S ¢ o gréfico da funcao f

f R — R
r — f(z) =23,

isto é,
S =G(f) = {(z,2%) € R*|z € R}.

Forma implicita: S é o conjunto de nivel zero da funcgao g

g : R — R
(z,y) — glz,y)=y—2°
isto é,
S = Colg) = {(z,y) e R*|y —2® = 0}.

Forma paramétrica: S é a imagem da funcao F

F : R — R
Eoe P = (489),

isto é,

S =1Im(F)={(t1t) e R*|t R}

Exercicio 1.3.2: Responda cada um dos itens a seguir.
a) Defina uma funcao fi, cujo conjunto de nivel 0 é a parabola y = 22 em RZ.

b) Defina uma fungao fo, cujo conjunto de nivel 0 é o cilindro parabdlico y = z? em

R3.
¢) Determine e esboce o dominio e a imagem da funcao f3(z,y) = <$, Yy, /1 — (2 + y2)> )

d) Determine uma funcao f4, tal que seu grafico é a imagem da funcao f3 do item (c).

Resposta:

2)

fi R?2 R
(z,y) = flz,y)=y—2a’
b)
fa R3 R

USRS

((L’,y,Z) f((L’,y,Z) :y_mZ’
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¢) Temos que o dominio de f3 é o conjunto

Dom(fs) = {(x,y) € R*|1 — (2* +¢*) >0}
= {(z,y) eR*|2” +¢* <1}

O dominio de f3 é portanto a circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1 e seu
interior (figura abaixo & esquerda).

A imagem de f3 é o conjunto
Im(fs) = { (2.9, V/1= @ +17)) € B[ (a,y) € B2

A imagem de f3 é portanto a semi-esfera de centro na origem e raio igual a 1, com
z > 0 (figura abaixo a direita).

d)

fi : Dom(fy) CR?* — R
(l‘,y) = f(xay): vl—(l’2+y2),

onde Dom(fy) = {(x,y) € R*|z* + y* < 1}. Observe que de fato,

G(f1) = {(wy 1—(x2+y2)) €R3|x€R}.



